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UN THI OREME GENERAL DE GENERATION 
DE SEMI-GROUPES NON LINI AIRES 

PAR 

MICHEL PIERRE 

ABSTRACT 

In this paper, we provide a weak sufficient condition for the existence of 
solutions to the equation (du/dt)+ Au ~ O, u(O) = xo, where A is an accretive 
(possibly nonlinear) operator; a weak criterion for rn -accretiveness is also given. 

Introduction 

Cette note pr6sente une condition suffisante faible pour l 'existence locale et 

globale d 'une solution pour les 6quations du type (du /d t )+  A u  ~ O, u(O)= xo, 

off A est un op6rateur  accr6tif (6ventuellement non lin6aire) d 'un espace de 

Banach quelconque. Ce r6sultat a l'int6r6t de g6n6raliser les th6or6mes ap- 

paramment  distincts de Kobayashi-Kobayasi  [6] et Kobayashi [5] (et aussi 

Takahashi  [8]), mais il recouvre aussi d 'autres  situations, par exemple celle que 

nous donnons en application. Un crit~re faible de m-accr6tivit6 est 6galement 

donn6. 

Je tiens h remercier tout particuli6rement le Professeur Ph. B6nilan qui a 

suscit6 mon int6r6t pour ces probl6mes et dont les suggestions ont 6t6 d6cisives 

pour  la r6alisation de ce travail. 

Je remercie aussi tr6s vivement le Professeur M. G. Crandall qui m 'a  

a imablement  fait ses remarques sur la version originale de ce papier. 

Pr~liminaires 

X d6signe un espace de Banach quelconque de norme {. 1. Nous notons: 

z(u, v ) =  lim l u + t v [ - l u l  
t~O + l 
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A est un op6rateur non lin6aire (6ventuellement multivoque) de X, de 

domaine et d'image not6s respectivement D(A)  et R(A) .  

A est dit accr6tif, si pour tout 6 > 0, [x, y] @ A, [i, )3] E A" 

Nous notons: 

tx - i I---- Ix - , ~  + ~(y  - )3)1. 

ff)(A )={x E X;3[x . ,  y .]E A, x. ~ x, y. born6}. 

Nous d6finissons la fonction I A.[, par: 

V x E / ) ( A ) ,  IAx] ,=inf  lsuply.[; 
I. n E N  

Vx~/)(A), I A x l ,  = + ~ .  

[x., y.] E A, x. ~ x}, 

Les propri6t6s suivantes sont imm6diates (cf. [6]): 

a) L'application x ~[Ax I, est semi-continue inf6rieurement (s.c.i.) 

b) D(A ) C D ( A  ) C D ( A  ) 

c) V x E D ( A ) ,  ]AxJ ,<Jaxl .  
Nous notons ]E} = i n L ~  Ix ] pour toute partie non vide E de X et d(x ,E)=  

I Z - x l .  

DEFINmON 1. NOUS appelons solution e-approch6e du probl6me (du/dt)+ 
Au 90 ,  u(0) = x,,, sur [0, T], toute application u de [0, T] dans X teile qu'il 

existe une partition: 

0 = t 0 < t l <  . - .  < t ,  ~<T<-t, ,  

et des 616ments x~, x2 ,"  ",x., y~, y 2 , ' " , y . ,  de X avec: 

u (0 )=  xo; Vi E { 1 , 2 , . - - ,  n} ,Vt  E] t , _ , , t , ] , u ( t )=  x,; 

x~ - x~_~ + Ax~ ~ y~, V i E { 1 , 2 , - " , n } ;  
ti - t~ i 

max ( t i - t ,  ,)-___e, ~ (t~-t,-~)ly,]<Te. 
i i = 1  

DEFINITION 2. Nous rappelons qu'une bonne solution sur un intervalle 3 de 

R du probl6me (du/dt) + Au ~ [, u (0) = xo, avec f E L ~($-; X)  et Xo E D ( a ) ,  
est une fonction continue de 0- dans D(A)  v6rifiant essentiellement: 

Vs, t ~ f f ,  s<=t, [ u ( t ) - v ( t ) l < [ u ( s ) - v ( s ) ] +  z (u ( r ) - v ( r ) , f ( r ) -g ( r ) )dr  
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pour tout couple de fonctions (v, g ) E  ~(8- ;  X)xL ' (3 - ;  X) v6rifiant: 

f: Vs, tE f - , s<=t ,V[x ,  y l ~ A ,  l u ( t ) - x l < = l u ( s ) - x l +  ~ ( u ( r ) - x , g ( r ) - y ) d r .  

Pour la d6finition exacte de bonne solution, cf. Benilan [1] et [2]. 

DEFINITION 3. NOUS dirons que A est un pseudo-g6n&ateur, s'ii est accr6tif 

et si pour tout xo dans D ( A ) ,  il existe une bonne solution sur [0, +oo[ du 

probl~me (du /d t )+  A u  ~ O, u(O) = Xo. 

DEFINITION 4. 1) Un triplet (4~, a, b) de fonctions de X dans [0, + ~] est dit 

avoir la propri6t6 (C) si: 

i) ~b: X---~ [0, + oo] est semi-continue inf6rieurement (de domaine not6 D(~b)) 

ii) a,  b : D (~b) ~ [0, + oo[ sont "localement born6es sur les born& de ~b", c'est- 

~-dire telles que: 

(VK > 0 , V x  ~ D(~b), ::lr > 0 , : l a 0 >  0 , 3 b 0 >  0), 

(6(y)=< K, ly -xl<=r) ~ (a(y)--< ao, b(y)-< bo). 

2) Etant donn6 (tk, a, b) v6rifiant (C), nous dirons que l 'op6rateur A v6rifie la 

propri6t6 R(4) ,a ,b )  si pour tout x de D ( c k ) N D ( A )  et tout e >0 ,  il existe 

6 E]O,e]  et [x~,ya]EA tels que: 

~) I x  - x .  - ,~y~ I _  < - ,~ 
f3) eh(x,)<-_ ebtX)~(6(x)+ 6a (x)). 

THEOREME I. Soit un triplet (4), a, b) vdrifiant la condition (C) et A un 

opgrateur accrdtif vgrifiant la condition R (oh, a, b ). 

Alors, pour tout xo dans D(~b ) A 15(A ), il existe T > 0 tel que pour tout e > O, il 

existe une solution e-approchge sur [0, T] du probl~me: 

du 
(P) d~- + A u ~ 0, u (0) = Xo. 

De plus, si a et b sont constantes, la propridtd est vraie pour tout xo de 

D(4 ) )N  D ( A  ) et tout T > 0 .  

THEOREME II. Soit A un opgrateur accrgti[. On suppose qu 'il existe un triplet 

(qb, a ,b)  vgrifiant la condition (C) avec D ( ~ b ) D / ) ( A ) ,  et tel que A vgrifie la 

condition R (49, a, b). 

Alors, A est un pseudo-gdndrateur. 

Comme corollaires, nous retrouvons les r&ultats de Kobayashi et Kobayasi. 
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COROLLAIRE 1. (Cf. Kobayashi [5].) Soit A accrdtif tel que: 

1 
V x E D ( A ) ,  l im in f -~d (x ,R ( I+6A) )=O.  

Alors, A est un pseudo-g#ngrateur. 

COROLLAIRE 2. (G6n6ralisation d'un th6or6me de Kobayashi-Kobayasi [6].) 

Soit A accrgtif. Supposons que la fonction f qui ~ x E D (A ) associe lim inf8 +o 

(1/62)d(x, R (I + 6A )) est localement bornde sur les bornds de I A [,. 
Alors, A est un pseudo-gdngrateur. 

En effet, sous les hypoth6ses du Corollaire 1, A a la propri6t6 R (0,0,0). 

Sous les hypoth6ses du Corollaire 2, utilisant l'accr6tivit6 de A, on d6montre 

aisEment que A a la propri6t6 R([A.[ , ,2 ( f+ 1),0). (Cf. par exemple [6].) 

REMAROUES. 

1 °) Pour la plus grande part des rfsultats en particulier le Th6or6me I, il suffit 

de supposer que A est quasi-accr6tif au sens de Takahashi [8]. 

2 °) Le Th6or6me II g6n6ralise aussi le r6sultat de Takahashi [8], pour les 

fonctions L( . ,  .) du type: 

qtr ,  r E [ 0 , + ~ [ x [ 0 , + o o [ ,  L(tr, r)=e"~(~+bo') ,  a , b ~ R  +. 

Remarquons que nous pourrions remplacer l'in6galit6 /3) de la condition 

R (~, a, b) par une condition plus g6n6rale utilisant une fonction L v6rifiant des 

conditions du type (L~), (L2) de [8]. 

3 °) Les exemples qui suivent prouvent, d'une part, qu'il n'y a aucune 

implication mutuelle entre les hypotheses du Corollaire 1 et celles du Corollaire 

2, d'autre part, qu'il existe des op6rateurs v6rifiant les hypotheses plus g6n6rales 

du Th6or6me II et non celles des corollaires. 

EXEMPLES. Soit f la fonction de domaine R ÷ d6finie par: 

v x > o, f ( x )  = 1, f ( o )  = o. 

a) Nous notons A~ le prolongement de f ~ l'espace X = L2(0, 1), c'est-&-dire 

I 'op6rateur de X d6fini par: 

D(A1)={uEX;u=>Op.p .} ,  p . p . x ~ ( 0 , 1 ) ,  Au(x )= f (u (x ) ) .  

Alors, A1 vdrifie les hypotheses du Corollaire 1. En effet, pour tout ~ > 0, 

R (I + 8A~) est l 'ensemble des fonctions de X qui sont presque partout ~ valeurs 

dans {0} U ]& + oo[; il en r6sulte: 
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1 
V u E D ( A , ) = D ( A  O, -~ d(u, R (I + SA~)) <= mes {x ; O < u(x ) < 8}. 

Pourtant, A, ne v4rifie pas les hypoth6ses du Corollaire 2, car si u est la 

fonction x--+ x:, d(u, R(I  + 8A,)) est un infiniment petit d'ordre 3/2 lorsque 8 

tend vers 0. 

b) Soit maintenant A2 le prolongement de f ~ l'espace l'(R) des suites r6elles 

(u.).=-o telles que Y.,~01u, 1< + ~ .  Alors D(A2) = / 9 ( A : )  est l 'ensemble des 

suites positives dont tousles  termes sont nuls, sauf un nombre fini. Pour tout 

8 > O, R (! + 8A2) est I'ensemble des suites de D(A2) ~ valeurs dans {0} U ]6, + 

~[; il en r6sulte que, si uED(A2),  pour 8 assez petit, uER(I+SA2) .  
Cependant, si u est la suite (1/2"), d6finissant n8 par: 

nous avons: 
1/2 ". =< 6/2 < 1/2 "-1 

d(u, R (I + 3A2)) >- ~ 1/2 ~ = 1/2 ~-' -= 3/2. 
n~n~ 

L'op6rateur A2 v6rifie donc les hypoth6ses du Corollaire 2 (et m~me des 

hypoth6ses beaucoup plus fortes), mais non celles du Corollaire 1. 

c) Notons enfin que le prolongement de la fonction f ~ L'(R ÷) (soit A3) ne 

v6rifie pas les hypothbses des corollaires, mais v4rifie par contre celles du 

Th60r~me II (et aussi celles de Takahashi [8]). Dans ce cas, en effet, D(A3)= 

ff)(A3)={uEL1(R+), p.p.x u(x)>=O, mes{x;O<u(x)}< +oo}. Pour u E  

D(A3) et 3 > 0 ,  u8 d6fini par: 

u~(x)=0  si O<=u(x)<=& un(x )=u(x ) -6  si 6 < u ( x ) ,  

v6rifie: 

1) (1/8) [ u - (us + ,SA3u~)[ <-_ mes {x ;0 < u(x) <= 8} 

2) [ a s u ,  l ,<-_la~u[ , .  
D'autre part, si u est la fonction x--+ min (1, l/x2): 

*v dx 
d(u,R(I  + 6A3))>= - - >  X / ~ .  

218 X 2 

Enfin, si u est la fonction d6finie par: 

VxE[0,1], u ( x ) = x  2, V x > l ,  u(x)=0,  

d'apr6s a), nous savons que lim(1/TZ)d(u, R(I  + 6.43)) = + ~. 

Nous d6duisons aussi du Th6or6me II une caract6risation des op6rateurs 

m-accr6tifs qui g6n6ralise celles de Kobayashi et Kobayasi. 
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THEOREME III. Soit A accr~tif. Les propri~t~s suivantes sont ~quivalentes : 
i) V S > 0 ,  R ( I + S A ) = X .  

ii) A est [erm~ et il existe une partie X '  dense dans X telle que pour tout y de X' ,  

il existe un triplet (oh. a .  by) v~rifiant (C) avec D(~by) ~ D ( A  ) et tel que A - y 

v~rifie la propri~t~ R ( 'b. a .  by ). 

D6monstration du Th6or~me I 

Elle est analogue /~ la d6monstra t ion du th6or~me de Kobayashi  [5]. 

Etant  donn6 Xo E D(4~) N / ) ( A  ) et K > ~b(Xo), soit r > 0, ao > 0, bo > 0, tels 
que: 

(6(x)<=K, [X-Xol<=r)~(a(x )<=ao,  b(x)<-bo). 

Notant  a~ = ao+ 1, nous choisissons T' tel que: 

T'(3+lAxol,)<-<_r et ebor'(~b(Xo)+ aAT')<=K. 

Etant  donn~ e ~ ]0, 1], nous construisons par r6currence des suites ([xk, y~] E 

A)k>_,, (hk)k~,, (tk)k->l, (tk = Z,_<,~kh,)v6rifiant: 
i) ½~(xk-~)_-< hk --< min(e,  T ' -  tk-~) 

ii) I xk_~- xk - hkyk I <--<- hke 

iii) 6 (xk ) <---- e ~oh~ (6 (xk-~) + h~a L) 

iv) Ix~-xol<-r 

v) 6(XE ) <= e~o'k(c~(Xo)+ t~a~) 

o/t /~ (xk-1) = sup {/~ ; 0 =< 8 =< min (e, T' - tk-,), il existe [x~, y~ ] E A avec ~b (x~) -<_ 

eb°~(~b(Xk_l) +/~a~) et I x ~ - t -  x~ - ~y~ I_-- < Be}. 
Supposons ces suites ainsi construites jusqu'~ l 'ordre k - 1; alors, si t~_~ < T', 

A v6rifiant R(~b, a, b), /~(xk-1) est s t r ictement  positif et il existe [xk, y~] E A 

vgrifiant (i), (ii), (iii). L 'hypoth6se (v) est aussi vgrifi6e car: 

(6(xk-~) <- e ~°'~ l(6(Xo ) "{- t~_~a~), (iii)) f f  ((v)). 

D 'au t re  part,  (iv) est assur6e d'apr~s l'in6galit6 d6montr6e  par Kobayashi  [5]: 

Vl<-_k<-_j<-i, I x , - x ~ l < = ( t , - t s ) l y ~ l + e ( t , - t ~ ) + e ( t j - t k )  

qui permet  d 'obtenir :  

Ix~-xol<=(3e+laxol,)t~<=r (e - 1). 
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En ettet, nous avons en particulier: 

Vl=<k,  Ix~-x,l<=(t~ -t~)fy, I + e(t~ - t , ) .  

D'autre part, si [x., y.] C A avec x. convergeant vers x0 et ] y, [ -< [Axol, + 1/n, 
nous avons d'apr~s l'accr6tivit6 de A:  

Ix~- x, IN ]x~- x. + h~(y~- Y.)I =< h~e + h,(lAxol, + 1/n), 

soit h la limite: 

I x , -  Xol<-_ h,(e + lAxol,). 

Utilisant ces in6galit6s et le fait que: 

ly, l<-_lx'-x°l+ ~ <=2~ +]Axo]~ 
h~ 

nous obtenons l'in6galit6 cherch6e. 

D'apr~s le choix de T', xk reste donc dans le domaine {x C D(A) ;  4 ' ( x ) -  < K, 

Ix-xol<= r}. La fonction 4' 6tant s.c.i., il en r6sulte que x®= limk~÷®Xk, qui 

existe d'apr~s l'in6galit6 de Kobayashi rappel6e ci-dessus, v6rifie: 

4'(x~)<=K et Ix~-xo l~r .  

Supposons que l imk~ tk = To < T'; appliquant alors la propri6t6 R (4', a, b) h x®, 

nous obtenons l'existence de 8 E ]0, rain (e, T - To) [, et [xs, ys] ~ A teis que: 

E 
Ix - x~ - ~y~ l <-_ 6~, 4'(x~) <= eb°8(4'(x=)+ ao6).  

D'autre part, utilisant que 4' est s.c.i., il existe un indice io tel que: 

~(x0 < 6, 6 ( x ~ ) -  ~ < 4,(x~), I x~ -  x~l --< ~ ,  

soit encore: 

0 < 8 (x~) < ~ < min (~, T - t~), I x~ - x8 - ~y~ I -<- cSe, 

qb(xs) <- _ eb°8(6(x~o)+ a[,~). 

Ceci contredit la maximalit6 de 8 (x~); nous en d6duisons que l imk~ t~ = T' et 

que tout t E ]0, T'[ convient. 

REMAROUES. Si a et b sont localement born6es, T' (et donc T) peut ~tre 

choisi ind6pendamment de 4)(xo). 
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Si a et b sont born6es, T' peut 6tre choisi quelconque. Dans ce cas, le r6sultat 

est donc vrai pour tout T > 0  et tout XoE D(~b)n D(A) .  

D~monstration du Th~or~me II 

D'apr~s le Th6or~me I, pour Xo d a n s / )  ( A ) n  D (d~)=/)  (A), il existe T > 0 

avec pour tout e > 0 des solutions e-approch6es du probl6me (P) sur [0,T]. 

D'apr6s le th6or~me de Kobayashi [5] (cf. aussi [4]), ces solutions convergent 

uniformEment vers u continu de [0, T] h valeurs dans D(~b) puisque ~b est s.c.i. 

D'apr6s le th6or6me de B6nilan [1], u est bonne solution du probl6me (P). 

Pour montrer que cette solution se prolonge sur [0, + ~[, il suffit de mani~re 

classique, de montrer que si u est bonne solution sur [0, To[ de (du/dt) + Au ~ 0 
avec u (0)= u0 dans / )  (A), u = lira u ( t )quand t tend vers To existe et appartient 

/ ) (A) .  Montrons qu'en fait t ~ [Au(t)l, est d6croissante. Pour cela rappelons 

queiques d6finitions (cf. B6nilan [2]): 

/ ) ( A )  = {x E D ( A ) ; 3  ~b semi-norme continue sur X × R prolongeant la 

norme de X et telle que: 

V a > O ,  V [~ ' , r / ]EA,  Ix-,~l<=~b(x-,~-,Stl, a)}. 

Pour x E 19(A), IIAx II = inf{~(0,1); ~b v6rifiant la propri6t6 ci-dessus}. 

La proposition suivante pr6cise les relations entre / ) ( A )  et / ) (A) .  

PROPOSITION. 

a) 1) (A ) C 19 (A ) el II mx It --< [ Ax I, 

b) (x ~ ~ ( A  ),liminf~_o+(1/a)d(x, R( I  + aA )) = O) ~ (x ~ 15(A ), IIAx II = 

lAx 1,). 

Cette proposition montre que, sous les hypoth6ses du Th6or6me II, D(~b)n 

/9 (A) = D (q~) n / )  (A) = / )  (A) et que ies fonctions II A • II et I A • I, coincident 

sur cet ensemble. D'apr6s les propri6t6s des bonnes solutions, la fonction 

t ~ IAu(t)b est d6croissante et le Th6or6me II est d6montr6. 

D~monstration de la proposition 

D'apr~s [2], nous savons que: 

D ( A ) C I g ( A )  et V x @ D ( A ) ,  Iaxl<=llaxll. 

Etant donn6 x ~ / ) ( A  ), consid6rons une suite [x,, y,] E A avec x, convergeant 

vers x et lY-{ --< {ax I, + 1/n ; nous avons doric: 

v t,, II Ax. II ~ lAx. I ~ lAx l, + l/n, 
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Soit maintenant x E / 5 ( A )  et ~ semi-norme sur X × R telle que: 

V [~:, r/] E A, I x - ~ l < = 6 ( x - ~ - S n ,  8). 

Soit (e,) , -o et (8,).>° des suites de nombres positifs convergeant vers 0 et 

[x,, y. ] E A avec: 

Ix - x .  -8 .y . [<-8 .e . .  

Nous obtenons: 

-{- ~'n. 
l y . l < ~ . + l x - x " [ < ~ [  x - x " =  ~. = \--~. y . ,1)  

limsup [y. [ -< ~(0, 1). 

Nous en d6duisons x E / 5  (A)  et lAx  I, <- II Ax I[. 

D~monstration du Th~or~me III 

Utilisant le Th6or6me II, il est classique de d6montrer l'existence sur [0, + oo[ 

d 'une bonne solution du probl6me ( d u / d t ) + A u  B f, u ( O ) = x o E / 5 ( A )  avec 

f( t)  = y - u(t) et y E X (cf. par exemple B6nilan [1], pp. 1-24); lira . . . .  u ( t ) =  

u= existe et appartient h /5(A).  D'apr6s la fermeture de A et le fait que 

liminfs_,,+(1/6)d(u~+ 3y, R ( l  + 6(A + I))) = 0, nous d6montrons que y E u + 

Au. L'implication ii) ::> i) en r6sulte. 

Un exemple d'application des Th~or~mes I et II 

Pour montrer  l'int6r~t des Th6or~mes I e t  II, outre le fait qu'ils g6n6ralisent 

des r6sultats connus, nous avons cru bon de montrer  qu'ils s'appliquaient 

directement ~l l'6tude du problbme suivant de T. Carleman: 

u',+ u'~+ u 2 -  v 2 = 0 

v ' - v ' + v 2 - u : = O  

u (x, O) : Uo(X), v (x, O) = Vo(X) 

off u et v sont des fonctions de Rx[O, +oo[ dans R+. 
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Ce probl6me a ddjh 6t6 6tudi6 par Kolodner [7]. Notons aussi que l'introduc- 

lion de pseudo-g6n6rateurs darts l'6tude de ce type de probl6me n'est pas 

nouvelle; elle a 6t6 utilis6e en particulier par Crandall [3] pour r6soudre des 

probl6me de T. Carleman plus 61abor6s que celui pr6sent6 ici. Le r6sultat 6nonc6 

ici n'est doric pas nouveau, mais la m6thode utilis6e est distincte e t a  pour but de 

montrer que les Th6or6mes I e t  II peuvent s'appliquer avec des fonctions "4~" 

autres q u e l A ' [ ,  (ou que la fonction nulle). 

Nous choisissons comme cadre l'espace X = L ' ( R ) ×  L' (R) ,  muni de la 

norme: 

I(u,  ~)1 = Ilu I1~,,., + It~ ILL,,.,. 

Nous d6finissons le c6ne C = { ( u . v ) C  X ; u  =>0, v_->0}, l 'op6rateur A de 

domaine D ( A ) = { ( u , v ) @ C ; ( u ' , - v ' ) ~ X }  avec A ( u , v ) = ( u ' , - v ' )  et 

l 'op6rateur 13 de domaine D ( B ) = { ( u , v ) E C ; ( u ~ - v 2 ) E L ' ( R ) }  avec 
B(u, v) = (u z -  v 2, v 2 -  u2). 

PROPOSITION, 

1) A + B e s t  accrgtif darts X. 

2) Pour tout (uo, v,,) dans C, il existe une bonne solution sur [0, +o0[ du 

problOme : 

d ~ ( u , v ) + ( a + B l ( u , v ) = O ,  (u,v)(Ol=(uo, vo). 
dt 

DEMONSTRATION. L'accr6tivit6 de A + B se d6montre ais6ment en utilisant 

que u et v sont ~ valeurs positives, (Cf. [3].) 

Pour le second point, nous montrons que A + B v6rifie les hypothbses du 

Th6orbme II. Pour cela nous introduisons la fonction s.c.i, tk d6finie par: 

~ (u ,~ )=I lu lL~ , . ,+ I I~ IV, . ,  si ( u , v ) E C A ( L ~ ( R ) )  2 

~(u, v)-- oc sinon. 

Pour tout 8 > 0: 

R ( I + 6 A ) D C  et V ( u , v ) E C ,  ch( ( l+SA)  '(u,v))<=4~(u,v). 

Pour (u, v) dans D(~b) et fi assez petit, (u, v ) -  6B(u, v) appartient ~ C. Nous 

pouvons donc d6finir (u~, v~) = (I + 8A )-~((u, v ) -  8B(u, v)) qui converge dans X 

vers (u, v) iorsque 8 tend vers 0. De plus: 

4~(u~, v~) <= 4~(u, v) + ~4~(B(u, v)) <= ~(u, v) + 211 u 2 - v=llL=,,, .  



Vol. 23, 1976 GENERATION DE SEMI-GROUPES 199 

L'op6rateur B 6tant continu sur les born6s de ~, nous avons aussi: 

lira 1 ~-,r ~5 I(u' v ) -  (I + ~(A + B))(us, v~)l = lim IB(u, v ) -  B(u~, v~)[ = O. 
8 ~ 0  + 

Ceci d4montre que A + B v6rifie la propri6t6 R ('b, a, 0) avec pour (u, v)  dans X: 

a(u, v)= 211u=- 
D'autre part, pour d6montrer que / ) ( A  + B ) C D ( 4 , ) ,  consid6rons une suite 

(u . ,v . )  de D ( A )  telle que: 

1) (u.,v.)---~(u,v) dans X 

2) Ilu'+ ,2°_ V IIL,,R,÷II_ U IIL,,R, borne. 
Par somme et diff6rence, nous obtenons  que u ' -  v" et u ' +  v' .+ 2(u2. - vz.) 

restent born6s dans L ' (R) ,  soit u. - v. born6 dans L =(R); u. et v. convergeant 

d'autre part dans LI(R),  u2. - v2. reste born6 dans L ~, ainsi donc que u ' +  v'.. I1 

en r6sulte que u. et v. restent born6s dans L=(R). 
L'op6rateur A + B v6rifie donc les hypoth6ses du Th6or~me II. 

REMAROUE. M. Crandall m'a inform6 que R. H. Martin lui avait d6j~ indiqu6 

la d6monstration de ce dernier point (non publi6), qui permet de montrer en 

outre que A + B est ferm6. 
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