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UN THEOREME GENERAL DE GENERATION
DE SEMI-GROUPES NON LINEAIRES

PAR
MICHEL PIERRE

ABSTRACT

In this paper, we provide a weak sufficient condition for the existence of
solutions to the equation (du/dt)+ Au D0, u(0)= x,, where A is an accretive
(possibly nonlinear) operator; a weak criterion for m-accretiveness is also given.

Introduction

Cette note présente une condition suffisante faible pour I'existence locale et
globale d’une solution pour les équations du type (du/dt)+ Au 30, u(0) = x,,
ol A est un opérateur accrétif (éventuellement non linéaire) d’un espace de
Banach quelconque. Ce résultat a 'intérét de généraliser les théoréemes ap-
paramment distincts de Kobayashi-Kobayasi [6] et Kobayashi {5] (et aussi
Takahashi [8]), mais il recouvre aussi d’autres situations, par exemple celle que
nous donnons en application. Un critére faible de m-accrétivité est également
donné.

Je tiens a remercier tout particulierement le Professeur Ph. Bénilan qui a
suscité mon intérét pour ces problémes et dont les suggestions ont été décisives
pour la réalisation de ce travail.

Je remercie aussi trés vivement le Professeur M. G. Crandall qui m’a
aimablement fait ses remarques sur la version originale de ce papier.

Préliminaires
X désigne un espace de Banach quelconque de norme |-|. Nous notons:
. utmw|—lu
7(u,v)=lim .
—0" t
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A est un opérateur non linéaire (éventuellement multivoque) de X, de
domaine et d’image notés respectivement D(A) et R(A).
A est dit accrétif, si pour tout § >0, [x,y]E A, [£,y]E A:

[x —%|=|x—-2+8(y - )|
Nous notons:
ﬁ(A)={x € X;3[x., y.] E A, x. = x, y. borné}.

Nous définissons la fonction |A -|; par:

Vx€D(A), |Ax| =inf {sup [yals  [%a ya] € A, x..—>x’,
neEN

VxZD(A), |Ax]i= +=.

Les propriétés suivantes sont immédiates (cf. [6]):

a) L’application x —|Ax |; est semi-continue inférieurement (s.c.i.)

b) D(A)CD(A)CD(A)

c) Vx ED(A), |Ax| =|Ax]|.

Nous notons | E | = inf,cg | x | pour toute partie non vide E de X et d(x, E) =
|E —x]|.

Derinimion 1. Nous appelons solution £-approchée du probleme (du/dt)+
Au D0, u(0)= x,, sur [0, T], toute application u de [0, T] dans X telle qu’il
existe une partition:

O0=t<(<- - <t <T=t,
et des éléments xi, Xz, ", Xu, Vi, Y2, , ¥ d€& X avec:
u(@y=xo; Vic€{1,2,-- - np, V€t i, t} u(t)=x;

xt;z—’;ﬂwLAx,- Sy, Vie{l,2,--,n};
i i—1

max (t, - gfi)é £, z (t, - tj—])iy;‘ l = TS.
i =

DeriNiTION 2. Nous rappelons qu’une bonne solution sur un intervalle 7 de
R du probléme (du/dt)+ Au 3D f, u(0)= x,, avec fEL'(9;X) et x,€ D(A),

est une fonction continue de 9 dans D(A) vérifiant essentiellement:

Vs,t€T, s=t lu®)—v()|=lu(s)— v(s)|+J:' r(u(r)—v(r), f(r)—g(r))dr
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pour tout couple de fonctions (v, g) &€ €(J; X)xL'(T; X) vérifiant:
Vs,t€J,s = t,V[x,y]EA,]u(t)—x|§|u(s)—x|+f r(u(r)—x,g(r)—y)dr.

Pour la définition exacte de bonne solution, cf. Benilan [1] et [2].

DeriniTioN 3. Nous dirons que A est un pseudo-générateur, s’il est accrétif
et si pour tout x, dans D(A), il existe une bonne solution sur [0, + [ du
probleme (du/dt)+ Au 30, u(0)= x,.

DEeriNiTION 4. 1) Un triplet (&, a, b) de fonctions de X dans [0, + «] est dit
avoir la propriété (C) si:

i) ¢: X —]0, + =] est semi-continue inférieurement (de domaine noté D (¢))

i) a,b: D(¢)— [0, + ] sont “localement bornées sur les bornés de ¢, c’est-
a-dire telles que:

(VK >0,Vx € D(¢),3r >0,3a,>0,3b,>0),

(@()=K |y —x|=r)=> (a(y) = ao, b(y) = bo).

2) Etant donné (¢, a, b) vérifiant (C), nous dirons que 'opérateur A vérifie la
propriété R(é, a, b) si pour tout x de D(d))ﬂB(-A_) et tout £ >0, il existe
8 €10,¢e] et [x5 ys] €E A tels que:

a) [x — x5 — 8ys | = 8¢

B) &(xs)=e"*(d(x)+ da(x)).

THEOREME 1. Soit un triplet ($,a,b) vérifiant la condition (C) et A un
opérateur accrétif vérifiant la condition R (¢, a, b).

Alors, pour tout x, dans D(¢) N D(A), il existe T >0 tel que pour tout £ >0, il
existe une solution ¢-approchée sur [0, T] du probleme:

(P) %?+ Au 30, u(0) = x,.

De plus, si a et b sont constantes, la propriété est vraie pour tout x, de
D(¢)ND(A) et tout T >0.

THEOREME I1I.  Soit A un opérateur accrétif. On suppose qu’il existe un triplet
(¢, a, b) vérifiant la condition (C) avec D(¢)D D(A), et tel que A vérifie la
condition R (¢, a,b).

Alors, A est un pseudo-générateur.

Comme corollaires, nous retrouvons les résultats de Kobayashi et Kobayasi.
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CoroLLAIRE 1. (Cf. Kobayashi [5].) Soit A accrétif tel que:

1
Vx€D(A), liminfzd(x R(I+3A))=0.

Alors, A est un pseudo-générateur.

CoroLLAIRE 2. (Généralisation d’un théoréme de Kobayashi-Kobayasi [6].)
Soit A accrétif. Supposons que la fonction f qui @ x € D(A) associe liminfs |,
(1/8%)d(x, R(I + 8A)) est localement bornée sur les bornés de | A -|..

Alors, A est un pseudo-générateur.

En effet, sous les hypothéses du Corollaire 1, A a la propriété R(0,0,0).
Sous les hypothéses du Corollaire 2, utilisant I'accrétivité de A, on démontre
aisément que A a la propriété R(|A [, 2(f +1),0). (Cf. par exemple [6].)

REMARQUES.

1°) Pour la plus grande part des résultats en particulier le Théoréme I, il suffit
de supposer que A est quasi-accrétif au sens de Takahashi [8].

2°) Le Théoréme II généralise aussi le résultat de Takahashi [8], pour les
fonctions L(-,-) du type:

Vo, 7€[0, +o[x[0, +»[, L(o,7)=e*“(r+bc), a,bER".

Remarquons que nous pourrions remplacer I'inégalité B) de la condition
R (¢, a, b) par une condition plus générale utilisant une fonction L vérifiant des
conditions du type (L)), (L) de [8].

3°) Les exemples qui suivent prouvent, d’une part, qu’il n’y a aucune
implication mutuelle entre les hypothéses du Corollaire 1 et celles du Corollaire
2, d’autre part, qu’il existe des opérateurs vérifiant les hypothéses plus générales
du Théoreme II et non celles des corollaires.

ExempLEs. Soit f la fonction de domaine R* définie par:
Vx>0, f(x)=1, f(0)=0.

a) Nous notons A, le prolongement de f a 'espace X = L'(0, 1), c’est-a-dire
I'opérateur de X défini par:

D(A)={u € X;uz=0p.p}, pp-x€@O,1), Au(x)=f(u(x)).

Alors, A, vérifie les hypothéses du Corollaire 1. En effet, pour tout & >0,
R(I + 8A,) est 'ensemble des fonctions de X qui sont presque partout a valeurs
dans {0} U ]8, +«[; il en résulte:



Vol. 23, 1976 GENERATION DE SEMI-GROUPES 193
— 1
Yu€eD(A)=D(A), Ed(u, R(I+8A)=mes{x;0<u(x)<8s}.

Pourtant, A, ne vérifie pas les hypothéses du Corollaire 2, car si u est la
fonction x — x*, d(u, R(I + 8A,)) est un infiniment petit d’ordre 3/2 lorsque 6
tend vers 0.

b) Soit maintenant A, le prolongement de f a I'espace ['(R) des suites réelles
(Ua)nzo telles que Z,zou,|< +x. Alors D(A;)=D(A;) est I'ensemble des
suites positives dont tous les termes sont nuls, sauf un nombre fini. Pour tout
6 >0, R(I + 8A,) est 'ensemble des suites de D(A;) a valeurs dans {0} U |8, +
oo[; il en résulte que, si u € D(A,), pour & assez petit, u € R(I + 6A,).
Cependant, si u est la suite (1/2"), définissant n; par:

12" = 8/2<1/2"!
nous avons:

d(u, RU+8A)= Y 12" =1/2"= §/2.

L’opérateur A, vérifie donc les hypotheéses du Corollaire 2 (et méme des
hypothéses beaucoup plus fortes), mais non celles du Corollaire 1.

¢) Notons enfin que le prolongement de la fonction f 8 L'(R™) (soit A;) ne
vérifie pas les hypothéses des corollaires, mais vérifie par contre celles du
Théoréme II (et aussi celles de Takahashi [8]). Dans ce cas, en effet, D(A;)=
D(A)={u€L'(R"), pp.x u(x)=0, mes{x;0<u(x)}< +}. Pour u€
D(A;) et 6§ >0, us défini par:

us(x)=0 si 0=u(x)=98, us(x)=ux)—8 si 68 <u(x),
vérifie:
1) (1/8)|u — (us + 8Asus)| = mes{x;0 < u(x)= 8}
2) ‘A:;us |; = |A3u I,’.
D’autre part, si u est la fonction x — min (1, 1/x7):

+eo

d
d(u, R(I + 6A3));f S2 Ve

V278
Enfin, si u est la fonction définie par:
Vx€e[0,1), u(x)=x* Vx>1, u(x)=0,

d’aprés a), nous savons que lim (1/8%)d(u, R(I + 8A;))= + .
Nous déduisons aussi du Théoreme II une caractérisation des opérateurs
m-accrétifs qui généralise celles de Kobayashi et Kobayasi.
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THEOREME IIl.  Soit A accrétif. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

i) V6>0, RU+8A)=X.

ii) A est fermé et il existe une partie X' dense dans X telle que pour tout y de X',
il existe un triplet (¢,, a,, b,) vérifiant (C) avec D(¢,)D D(A) et tel que A —y
vérifie la propriété R (¢,, a,, b,).

Démonstration du Théoréme 1

Elle est analogue a4 la démonstration du théoréme de Kobayashi [5].
Etant donné x, € D(¢)N D(A) et K > ¢(xo), soit r >0, ag>0, bo>0, tels
que:

((x)=K, |[x—x]=r)> (a(x)=ao, b(x)= by).
Notant a, = ao+ 1, nous choisissons T’ tel que:
T'G+|Ax|)=r et e*(d(x0)+asT)=K.

Etant donné ¢ € )0, 1], nous construisons par récurrence des suites ([xi, yc| €
A)k;l, (hk)kgl, (tk)kgl, (tk = 21;.51( h.-) vérifiant:
i) %S(Xk_l) = hk = min (8, T — tk_1)

i) [ o= % — By | = hee

iii) & (x) = e®" (d(xiz1)+ heal)
V) |x —xo| =

V) b(x) = e’ (¢ (x0) + tas)

ol 8(xk-1)=sup{8;0=8 =min(g, T'— t,), il existe [xs ys] E A avec ¢(x;) =
e (¢ (xa—1) + 8ag) et | X1 — x5 — 8y, | = 8¢}

Supposons ces suites ainsi construites jusqu’a I'ordre k — 1; alors, si t_, < T,
A vérifiant R(¢, a, b), 8(xi—) est strictement positif et il existe [xi, y«]E A
vérifiant (i), (ii), (iii). L’hypothese (v) est aussi vérifiée car:

(b () = e (b (x0) + ferad), (i) D (V).
D’autre part, (iv) est assurée d’apres I'inégalité démontrée par Kobayashi [5]:
Visk=sjsi |[x—x5|S@-5)|p|+et—t)+e(t — 1)
qui permet d’obtenir:

[ X — x| = (B + | Axo|i )t =1 (e =1).
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En effet, nous avons en particulier:
Vlgk, lxk _xllé(tk ‘_t1) ,y1|+€(tk _tl).

D’autre part, si [x., y.] € A avec x, convergeant vers xo €t |y. | =|Axo|: + 1/n,
nous avons d’aprés I'accrétivité de A:

|x1—x,. | = |X1_ X, + hl()’x_ )’n)' =he+ hl(leﬂli + l/n)’
soit a la limite:
‘X1_X(]’§h|(€+le(]’i)‘

Utilisant ces inégalités et le fait que:

jyxlé]l]h;x_ol“FE =2¢ +]Ax0];
1

nous obtenons I'inégalité cherchée.

D’aprés le choix de T', x, reste donc dans le domaine {x € m—), o(x)=K,
[x = xo| = r}. La fonction ¢ étant s.c.i., il en résulte que x. = limi ... X, qui
existe d’apres I'inégalité de Kobayashi rappelée ci-dessus, vérifie:

d(x-)=K et |xo—xo|=r

Supposons que limi_.. tc = To < T'; appliquant alors la propriété R(¢, a, b) a x.,
nous obtenons 'existence de § € |0, min (e, T — T,) [, et [x5, ys] € A tels que:

|x = x5 — 8ys | < ag, B (x:) = e%°(d(x.) + aod).
D’autre part, utilisant que ¢ est s.c.i., il existe un indice i, tel que:
= x| =85, 8(x)<8, $(x)=8 < (),
soit encore:

0<8(x,0)<6<m1n(8,T"t.0), IxiO_X5_8y.sl§65,

b (xs) = e™ (P (x,)+ aid).

Ceci contredit la maximalité de 8(x,); nous en déduisons que limy_.. & = T' et
que tout ¢ € ]0, T'[ convient.

REMARQUES. Si a et b sont localement bornées, T’ (et donc T) peut étre
choisi indépendamment de ¢ (x,).
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Si a et b sont bornées, T’ peut étre choisi quelconque. Dans ce cas, le résultat
est donc vrai pour tout T >0 et tout x,€ D(¢6)ND(A).

Démonstration du Théoréme 11

D’aprés le Théoréme I, pour x, dans D(A)N D(¢)= D(A), il existe T >0
avec pour tout ¢ >0 des solutions e-approchées du probleme (P) sur [0, T].
D’aprés le théoréme de Kobayashi [5] (cf. aussi [4]), ces solutions convergent
uniformément vers u continu de [0, T'] a valeurs dans D (¢) puisque ¢ est s.c.i.
D’aprés le théoréme de Bénilan [1], u est bonne solution du probléeme (P).

Pour montrer que cette solution se prolonge sur [0, + [, il suffit de maniére
classique, de montrer que si u est bonne solution sur [0, To| de (du/dt)+ Au 30
avec u(0) = uodans D(A), u = lim u(t) quand ¢ tend vers T’; existe et appartient
a D(A). Montrons qu’en fait ¢ » | Au(t)|: est décroissante. Pour cela rappelons
quelques définitions (cf. Bénilan [2]):

DA)={x€ D_(Aw); 3§ semi-norme continue sur X X R prolongeant la
norme de X et telle que:

V8>0, V[En]EA, |x—¢|=d(x-£-8m,8)

Pour x € D(A), || Ax || = inf{¥(0,1); ¢ vérifiant la propriété ci-dessus}.
La proposition suivante précise les relations entre D(A) et D(A).

ProPOSITION.

a) D(A)CD(A) et |Ax|=|Ax],

b) (x € D(A), liminf,o- (1/8)d(x, R(I + 8A))=0) > (x € D(A), |Ax]|=
| Ax ;).

Cette proposition montre que, sous les hypothéses du Théoréme II, D(¢) N
D(A)=D(¢)ND(A)= D(A) et que les fonctions | A -|| et | A -|; coincident
sur cet ensemble. D’aprés les propriétés des bonnes solutions, la fonction
t | Au(t)]; est décroissante et le Théoréme II est démontré.

Démonstration de la proposition

D’aprés [2], nous savons que:

D(A)CD(A) et Yx€D(A), |Ax|s|Ax]|.

Etant donné x € D(A), considérons une suite [x., y.] € A avec x, convergeant
vers x et |y.|=|Ax|. + 1/n; nous avons donc:

Va,|Ax.|S|Ax.|=|Ax ]+ 1/n,
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soit a la limite:
lAx|=|Ax|.
Soit maintenant x € D(A) et ¢ semi-norme sur X X R telle que:
VEn]€A, [x-£=y¢(x~€-8n,9).

Soit (£4)n=0 €t (8s)n=0 des suites de nombres positifs convergeant vers 0 et
[X. ] E A avec:

[x — X, = 8uyn | = Bu

Nous obtenons:

ly,.lée,.+‘xgx"J§d/(x(;x"—y,.,l>+s,..

limsup |y, |=¥(0,1).

Nous en déduisons x € D(A) et |Ax |, =||Ax|.

Démonstration du Théoreme I11

Utilisant le Théoréme 11, il est classique de démontrer I'existence sur [0, + oo
d’une bonne solution du probléme (du/dt)+ Au3f, u(0)=x,€ D(A) avec
f(y=y—u@t) et y € X (cf. par exemple Bénilan [1], pp. 1-24); lim.. u(t) =
u. existe et appartient a2 D(A). D’aprés la fermeture de A et le fait que
liminfs_.o- (1/8)d (u.+ 8y, R(I + (A + 1)))=0, nous démontrons que y € u +
Au. L’implication ii) = i) en résulte.

Un exemple d’application des Théoremes I et 11

Pour montrer I'intérét des Théorémes I et 11, outre le fait qu’ils généralisent
des résultats connus, nous avons cru bon de montrer qu’ils s’appliquaient
directement a I’étude du probléme suivant de T. Carleman:

u,tul+rui-v=0
vi—vit+to—u’=0
u(x,0)=uo(x), v(x,0)=vo(x)

ol u et v sont des fonctions de Rx[0, + | dans R”.
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Ce probléeme a déja été étudié par Kolodner [7]. Notons aussi que 'introduc-
tion de pseudo-générateurs dans I'étude de ce type de probléme n’est pas
nouvelle; elle a été utilisée en particulier par Crandall [3] pour résoudre des
probléeme de T. Carleman plus élaborés que celui présenté ici. Le résultat énoncé
ici n’est donc pas nouveau, mais la méthode utilisée est distincte et a pour but de
montrer que les Théorémes I et 11 peuvent s’appliquer avec des fonctions “¢”
autres que |A -|; (ou que la fonction nulle).

Nous choisissons comme cadre I'espace X = L'(R)x L'(R), muni de la
norme:

|(w 0)] =t [loremy + 10 2.

Nous définissons le céne C={(u,v)E X;u =0,v=0}, 'opérateur A de
domaine D(A)={(u,v)E C;(u’, —v)E X} avec A(u,v)=(u', —v') et
I'opérateur B de domaine D(B)={(u,v)€ C;(u’*—-v?)EL'(R)} avec
B(u,v)=(u*— 0% 0= u).

PropoSITION.

1) A + B est accrétif dans X.

2) Pour tout (uo, vo) dans C, il existe une bonne solution sur [0, +o[ du
probleme :

% (u,0)+ (A + B)(,0)=0, (4, 0)(0) = (to, o).

DEMONSTRATION. L’accrétivité de A + B se démontre aisément en utilisant
que u et v sont & valeurs positives. (Cf. [3].)

Pour le second point, nous montrons que A + B vérifie les hypothéses du
Théoréme II. Pour cela nous introduisons la fonction s.c.i. ¢ définie par:

¢, 0) = [uli-w +[vll=w) si (u,v) € CN(L7(R)Y
é(u,v)=0o sinon.
Pour tout & > 0:
R(I+8A)DC et Y(u,0)EC ¢((I+8A) ' (u,v))= d(u,v).

Pour (u, v) dans D(¢) et 8 assez petit, (u,v)— 6B(u, v) appartient a C. Nous
pouvons donc définir (us, vs) = (I + 8A) '((u, v) — 8B(u, v)) qui converge dans X
vers (u, v) lorsque & tend vers 0. De plus:

& (us, 0) = & (u, 0) + 8¢ (B(u, v)) = ¢ (u, v) + 2 u* — v*[|uor).
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L’opérateur B étant continu sur les bornés de ¢, nous avons aussi:
lim 21 (s, 0) — (I + 8(A + B)) (e 05)| = lim | B, 0) ~ B (s, v3)| = 0.
50" 50"

Ceci démontre que A + B vérifie la propriété R (¢, a,0) avec pour (u, v) dans X:
a(u,v)=2u’ = v*|lLw).

D’autre part, pour démontrer que D(A + B)C D(¢), considérons une suite
(un, v.) de D(A) telle que:

1) (U v,)—(u,v) dans X

2) Jur+ui-vl

Par somme et différence, nous obtenons que u,— v} et u.,+v,+2(u’—v2)
restent bornés dans L'(R), soit u, — v, borné dans L*(R); u, et v, convergeant
d’autre part dans L'(R), uz— v’ reste borné dans L', ainsi donc que u/,+ v/. Il

Lyt II —v.tovi— urZIIIL’(R) borné.

en résulte que u, et v, restent bornés dans L”(R).
L’opérateur A + B vérifie donc les hypothéses du Théoréme II.

REMARQUE. M. Crandall m’a informé que R. H. Martin lui avait déja indiqué
la démonstration de ce dernier point {non publié), qui permet de montrer en
outre que A + B est fermé.
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